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𝑥2:    مُعرفة بـ  𝒮 لدٌنا  + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥 − 4𝑦 − 6𝑧 + 8 = 0  

𝑥2 :    ٌعنً  − 2𝑥 +  𝑦2 − 4𝑦 +  𝑧2 − 6𝑧 = −8 

𝑥 :    ٌعنً  − 1 2 +  𝑦 − 2 2 +  𝑧 − 3 2 =   6 
2

  

;Ω 1 فلكة مركزها   𝒮 : إذن  2; 𝑟  و شعاعها   3 =  6.   

∶ 𝒫   و    Ω 1,2,3:  لدٌنا  𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 1 = 0   

 

,𝑑 Ω:   بما أن   𝒫  = 𝑟   

,𝐻 𝛼 فً نقطة   𝒮  مماس للفلكة  𝒫 فإن المستوى  𝛽, 𝛾 .   

∶ 𝒫     :   لدٌنا  𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 1 = 0   

,𝑛   1,−1: إذن    . 𝒫  متجهة منظمٌة على المستوى  2

,𝑀 𝑥لتكن  𝑦, 𝑧  نقطة من المستقٌم  ∆ .  

Ω𝑀        𝑥:  إذن  − 1 ; 𝑦 − 2 ; 𝑧 −   . Δ    متجهة موجهة للمستقٌم  3

  . 𝒫  عمودي على المستوى  Δ و بما أن 

 . متجهتان مستقٌمٌتان        Ω𝑀 و   𝑛فإن المتجهتان 

=       Ω𝑀:   ٌحٌث 𝑡إذن ٌوجد عدد حقٌقً  𝑡 𝑛  .   

 :    ٌعنً 
𝑥 − 1 = 𝑡
𝑦 − 2 = −𝑡
𝑧 − 3 = 2𝑡

   ;    𝑡𝜖ℝ   

 :    ٌعنً 
𝑥 = 𝑡 + 1
𝑦 = 2 − 𝑡
𝑧 = 2𝑡 + 3

   ;    𝑡𝜖ℝ   

 باستعمال  ∆ و هذه النظمة الأخٌرة عبارة عن تمثٌل بارامتري للمستقٌم 

  .𝑡البارامتر الحقٌقً 

,𝐻 𝛼ننطلق من كون  𝛽, 𝛾  نقطة تماس الفلكة  𝒮  و المستوى  𝒫 .  

   . 𝐻𝜖 𝒫  و   ∆ 𝐻𝜖:  إذن 

!∃ :     ٌعنً  𝑡 𝜖 ℝ   ;    

𝛼 = 1 + 𝑡                   
𝛽 = 2 − 𝑡                   
𝛾 = 2𝑡 + 3                 
𝛼 − 𝛽 + 2𝛾 + 1 = 0

  

1 :     ٌعنً  + 𝑡 −  2 − 𝑡 + 2 3 + 2𝑡 + 1 = 0 

6𝑡:  ٌعنً  + 6 = 𝑡:     ٌعنً 0 = −1   

  . 𝒫  و المستوى  𝒮  هً نقطة تماس الفلكة  𝐻 0,3,1: و بالتالً 

معظم الأسئلة التً تُطرحُ بهذا الشكل البسٌط لا ٌكون الهدف منها : ملاحظة 

 .الحساب فقط بل ٌكون الغرض منها التوظٌف فً الأسئلة الموالٌة 

𝑧2:    المعادلة ℂلنحل فً  − 2 4 + 𝑖 𝑧 + 10 + 20𝑖 = 0.  

 :    لدٌنا 

 :  كما ٌلً 𝑧1 و 𝑧2إذن المعادلة تقبل حلٌن 

  .𝐴 متساوي الساقٌن و قائم الزاوٌة فً نفس النقطة 𝐴𝐵𝐶المثلث : و بالتالً 

,𝑑 Ω :     إذن   𝒫  =
 1 − 2 + 2 × 3 + 1 

 12 +  −1 2 + 22
=

6

 6
=  6 = 𝑟 

∆=  −2 4 + 𝑖  
2
− 4 10 + 20𝑖  

=  60 + 32𝑖 −  40 + 80𝑖 = 20 − 48𝑖 

= 4 5 − 12𝑖 =  2 3 − 2𝑖  
2

 

  
𝑧1 =

2 4 + 𝑖 − 2 3 − 2𝑖 

2
= 1 + 3𝑖

𝑧2 =
2 4 + 𝑖 + 2 3 − 2𝑖 

2
= 7 − 𝑖  

  

    :           ٌعنً                                            :ٌعنً 
 𝑐 − 𝑎 =  𝑏 − 𝑎            

arg  𝐴𝐵      ; 𝐴𝐶                ≡
𝜋

2
 2𝜋 

    
𝐴𝐶 = 𝐴𝐵  
𝐵𝐴 𝐶 = 90°

  

 ∆  

 𝓟  

𝑯 

𝛀  𝓢  

A 

C B 

𝝅

𝟐
 

  :التمرٌن الأول 

 :     إذن 

   
 
𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
 = 1                   

arg  
𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
 ≡

𝜋

2
 2𝜋 

  

 :    ننطلق من النتٌجة 
𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
= 𝑖 = 𝑒

𝑖𝜋
2  

  :التمرٌن الثانً 

 3 − 2𝑖 2 = 32 − 2 3  2𝑖 +  2𝑖 2 

= 9 − 12𝑖 − 4 = 5 − 12𝑖 

𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
=
 5 + 9𝑖 −  1 + 3𝑖 

 7 − 𝑖 −  1 + 3𝑖 
=

4 + 6𝑖

6 − 4𝑖
 =

𝑖 6 − 4𝑖 

 6 − 4𝑖 
= 𝑖 

1 

2 

 ب 3

 1 أ

 ب 1 أ 3

 2 أ

 2 ب
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  :التمرٌن الخامس 

  :التمرٌن الثالث 

  1− عددا حقٌقٌا مخالفا للعدد 𝑥لٌكن 

  :التمرٌن الرابع 

 بٌدقات 7عندما نسحب عشوائٌا فً آن واحد ثلاث بٌدقات من كٌس ٌضم 

𝐶7فإن التجربة العشوائٌة تَحتمِلُ 
                                    .  نتٌجة ممكنة 3

= 𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω      :ٌعنً  𝐶7
3 =  . هو كون الإمكانٌات Ωبحٌث   .35

 : المعرف بما ٌلً 𝐴نعتبر الحدث 

𝐴 من بٌن البٌدقات الثلات المسحوبة 0 لا توجد أٌة بٌدقة تحمل      =      

 :  المعرف بما ٌلً 𝐵نعتبر الحدث الثانً 

 : المعرف بما ٌلً 𝐶نعتبر الحدث الأخٌر 

𝐶 0 مجموع الأعداد المسجلة على البٌدقات المسحوبة ٌساوي      =      

 :  و هما 𝐶نلاحظ أن هناك حالتٌن ٌتحقق فٌهما الحدث 

= 𝑔 𝑥:    لدٌنا .  عددا حقٌقٌا 𝑥لٌكن  𝑒−𝑥 + 𝑥 − 1  

= 𝑔′ 𝑥:    إذن  −𝑒𝑥 + 1  

𝑥:  إذا كان  ≥ 𝑒𝑥:    فإن 0 ≥ 𝑒0 ًٌعن     :𝑒𝑥 ≥ 1   

𝑥∀ :   و منه  ≥ 0   ;   1 − 𝑒𝑥 ≤ 0  

𝑥∀ :   إذن  ≥ 0   ;   𝑔′(𝑥) ≤ 0  

;0  دالة تناقصٌة على المجال  𝑔: و منه  +∞ .   

𝑥:  إذا كان  ≤ 𝑒𝑥:    فإن 0 ≤ 𝑒0 ًٌعن    :𝑒𝑥 ≤ 1 

𝑥∀ :   ٌعنً  ≤ 0   ;   1 − 𝑒𝑥 ≥ 0  

𝑥∀ :   إذن  ≤ 0   ;   𝑔′(𝑥) ≥ 0  

;∞−  دالة تزاٌدٌة على المجال  𝑔: و منه  0 .   

= 𝑔 0: لدٌنا  . ℝ عنصرا من 𝑥لٌكن   :  و نفصل بٌن حالتٌن 0

𝒙إذا كان  : الحالة الأولى  ≥ 𝟎.   

𝑔(𝑥):  إذن  ≥ 𝑔(0) لأن   :𝑔 0  دالة تزاٌدٌة على المجال; +∞ .  

𝑝 𝐵 =
𝐶3

1 × 𝐶3
1 × 𝐶1

1

35
=

9

35
 

 𝑥 − 1 +
1

 𝑥 + 1 
=
 𝑥 + 1  𝑥 − 1 

 𝑥 + 1 
+

1

 𝑥 + 1 
 

=
𝑥2 − 1

 𝑥 + 1 
+

1

 𝑥 + 1 
=

𝑥2

 𝑥 + 1 
 

  
𝑥2

𝑥 + 1
 

2

0

𝑑𝑥 =    𝑥 − 1 +  
1

𝑥 + 1
  

2

0

𝑑𝑥 

=   𝑥 − 1 𝑑𝑥
2

0

+  
1

𝑥 + 1
 

2

0

𝑑𝑥 

=  
𝑥2

2
− 𝑥 

0

2

+  ln 𝑥 + 1  0
2 

=  0 +  ln 3 − ln 1 = ln 3 

 𝑥 
𝑢′

 ln 𝑥 + 1        
𝑣

2

0

𝑑𝑥 =  𝑢𝑣 −  𝑢𝑣′ 

=  
𝑥2

2
ln 𝑥 + 1  

0

2

−  
𝑥2

2
  

1

𝑥 + 1
 

2

0

𝑑𝑥 

= 2 ln 3 −
1

2
  

𝑥2

𝑥 + 1
 

2

0

𝑑𝑥 

= 2 ln 3 −
1

2
 ln 3 =

3

2
ln 3 

𝐴 = البٌدقتان الثلاث  :إذن     أو   

 1تحمل العدد 

بٌدقتان تحملان 

 و الأخرى 1العدد 

  𝟏−تحمل 

=
𝐶3

3

35
+
𝐶3

2 × 𝐶1
1

35
=

1

35
+

3

35
=

4

35
 

بٌدقتان تحملان 

 و الأخرى 1العدد 

  𝟏−تحمل 

البٌدقتان الثلاث 

 1تحمل العدد 
= 𝑝 𝐴 : و منه  𝑝  + 𝑝   

𝐵 سحب ثلاث بٌدقات تحمل أعدادا مختلفة مثنى مثنى      =      

كرة 

تحمل 

 0العدد 

كرة 

تحمل 

 1العدد 

كرة تحمل 

  𝟏−العدد 
=     و    و 

 :إذن 

 𝟎 𝟎 𝟎 : الحالة الأولى 

 𝟏− 𝟎 𝟏 : الحالة الثانٌة 

 : إذن 

 0كرة تحمل العدد 

و كرة تحمل العدد 

 و كرة تحمل 1

  𝟏−العدد 

ثلاث 

كرات 

تحمل 

 الصفر 

= 𝑝  + 𝑝   

=
𝐶3

3

35
+
𝐶3

1 × 𝐶3
1 × 𝐶1

1

35
=

1

35
+

9

35
=

10

35
=

2

7
 

𝑝 𝐶 = 𝑝   أو    

ثلاث 

كرات 

تحمل 

 الصفر 

 0كرة تحمل العدد 

و كرة تحمل العدد 

 و كرة تحمل 1

  𝟏−العدد 

 𝟎 

𝟎 

𝟎 
𝟏 

𝟏 
𝟏 

−𝟏 

1 

2 

3 

1 

1 

2 I 

I 
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𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

;𝑥 𝜖  0 ∀:    و بالتالً  +∞   ;   𝑔(𝑥) ≥ 0  

;∞−  𝑥 𝜖 ∀:    و بالتالً  0   ;   𝑔(𝑥) ≥ 0  

𝒙إذا كان  : الحالة الثانٌة  ≤ 𝟎.   

𝑔(𝑥):  إذن  ≥ 𝑔(0) لأن   :𝑔 دالة تناقصٌة على المجال  −∞; 0 .  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    و منه    𝑒−𝑥 + 𝑥 − 1 ≥ 0 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   نستنتج أن  2  و  1 من النتٌجتٌن : إذن    𝑔(𝑥) ≥ 0.   

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  ٌعنً    𝑒−𝑥 + 𝑥 ≥ 1.   

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    نعلم أن    𝑒−𝑥 + 𝑥 ≥ 1  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   إذن    𝑒−𝑥 + 𝑥 ≠ 0.  

 . كلها ℝ معرفة على المجموعة 𝑓و منه فإن الدالة 

𝑦 ٌعنً أن المستقٌم  =  أي محور الأفاصٌل مقارب أفقً للمنحنى     0

  .∞−بجوار 

𝑦ٌعنً أن المستقٌم ذو المعادلة   =                   مقارب أفقً للمنحنى1

  .∞+بجوار 

 :    و بالتالً 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   أنه 𝐼) 2)رأٌنا حسب السؤال    𝑒−𝑥 + 𝑥 ≥ 1 > 0   

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    و لدٌنا كذلك    𝑒−𝑥 ≥ 0.   

𝑓إذن إشارة  ′(𝑥) تتعلق فقط بإشارة  𝑥 + 1  .  

 : كما ٌلً 𝑓نستنتج إذن جدول تغٌرات الدالة 

        0 فً النقطة ذات الأفصول         للمنحنى    ∆ معادلة المماس 

∶  ∆ :   تكتب على الشكل    𝑦 = 𝑓 ′ 0  𝑥 − 0 + 𝑓(0) 

∶  ∆ :  ٌعنً    𝑦 = 1 𝑥 − 0 + ∶  ∆ :      إذن 0   𝑦 = 𝑥   

 :    لدٌنا   .   ℝ عنصرا من  𝑥لٌكن 

;   𝐼   :   ∀𝑥𝜖ℝ) 2)لدٌنا حسب السؤال     𝑔(𝑥) ≥ 0 

𝑥 و بالتالً إشارة الفرق  − 𝑓(𝑥)  تتعلق فقط بإشارة  𝑥.  

ٌِّنُ الجدول التالً الوضع النسبً للمنحنى ∶ ∆   و المستقٌم         ٌُبَ 𝑦 = 𝑥  

. 

  إذا كان  :𝑥 = 𝑓:    فإن 1− ′ 𝑥 = 0   

  إذا كان  :𝑥 > 𝑓:    فإن 1− ′ 𝑥 > 0   

  إذا كان  :𝑥 < 𝑓:    فإن 1− ′ 𝑥 < 0   

=
1

1 +  −∞ 
=

1

−∞
= 0− = 0 

lim :   و لدٌنا كذلك 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

 
1

1 +
1
𝑥𝑒𝑥

 =  
1

1 +
1

+∞

  

=
1

1 + 0
= 1 

𝑓 ′ 𝑥 =
 𝑥 + 𝑒−𝑥 − 𝑥 1 − 𝑒−𝑥 

 𝑥 + 𝑒−𝑥 2
 

 
=
𝑒−𝑥 + 𝑥𝑒−𝑥

 𝑥 + 𝑒−𝑥 2
=
𝑒−𝑥 1 + 𝑥 

 𝑥 + 𝑒−𝑥 2
 

 ∀𝑥𝜖ℝ   ;   𝑓 ′ 𝑥 =
𝑒−𝑥 1 + 𝑥 

 𝑥 + 𝑒−𝑥 2
 

  .ℝ من 𝑥  كمٌة موجبة كٌفما كان                   :   إذن 
𝑥𝑔(𝑥)

𝑔 𝑥 + 1
 

𝒙 −1 

1

1−𝑒
 

−∞ 

𝑓 

− 𝑓′(𝑥) 0 + 

+∞ 

0 1 

 إشبسح انفشق

−∞ 

− 
𝑥 − 𝑓 𝑥  0 + 

+∞ 0 𝒙 

𝒙 − 𝒇(𝒙) 

 

− 0 + 

+∞ 0 𝒙 

 Δ  
 للمنحنى
 و المستقٌم

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 و الوضع النسبً

 ٌتقاطعان 
 𝒪فً  

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C  Δ  المنحنى 

 ٌوجد أسفل
 المستقٌم

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 Δ  

 المنحنى

 ٌوجد فوق
 المستقٌم

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 Δ  

−∞ 

 :    إذن 

 :  ٌعنً 

 ∀𝑥𝜖ℝ   ;  
𝑥

𝑥  1 +
𝑒−𝑥

𝑥  
= 𝑓(𝑥) 

 ∀𝑥𝜖ℝ   ;  
1

 1 +
1
𝑥𝑒𝑥

 
= 𝑓(𝑥) 

 

  ;   𝑥𝜖ℝ∀  :   لدٌنا 
𝑥

𝑥 + 𝑒−𝑥
= 𝑓(𝑥) 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

1

 1 +
1
𝑥𝑒𝑥

 
=

1

 1 +
1

0−
 

 :   لدٌنا  

lim :     و بالتالً 
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 0 

lim :  إذن 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 1 

= 𝑓 𝑥 :    لدٌنا   . ℝ عنصرا من  𝑥لٌكن 
𝑥

𝑥 + 𝑒−𝑥
 

 :إذن 

𝑥𝑔(𝑥)

𝑔 𝑥 + 1
=

𝑥 𝑒−𝑥 + 𝑥 − 1 

 𝑒−𝑥 + 𝑥 − 1 + 1
=
𝑥𝑒−𝑥 + 𝑥2 − 𝑥

𝑒−𝑥 + 𝑥
 

=
𝑥 𝑒−𝑥 + 𝑥 

 𝑒−𝑥 + 𝑥 
−

𝑥

𝑒−𝑥 + 𝑥
 

= 𝑥 −
𝑥

𝑒−𝑥 + 𝑥
= 𝑥 − 𝑓(𝑥) 

;   𝑥𝜖ℝ∀  :   إذن     𝑥 − 𝑓 𝑥 =
𝑥𝑔(𝑥)

𝑔 𝑥 + 1
 

 3 ب

1 

 أ 2

 4 أ

 4 ب 2 ب

 3 أ

 II ج 4

II 

II II 

II 

II 

II 

II  

  𝟐  

 𝟏  

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 
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  .𝑓التمثٌل المبٌانً للدالة 

∶ 𝑃 :    التالٌة  𝑃 نعتبر الخاصٌة    ∀𝑛𝜖ℕ   ;   0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1   

0:   لدٌنا  ≤ 1 ≤ 0:     إذن 1 ≤ 𝑢0 ≤ 1   

𝑛 صحٌحة من أجل  𝑃 ٌعنً  أن الخاصٌة  = 0.  

;   𝑛𝜖ℕ∀  :  نفترض أن    0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1.   

;1−  تزاٌدٌة على المجال  𝑓بما أن الدالة  +∞ .   

∶  𝑛𝜖ℕ∀ :    فإن    𝑓(0) ≤ 𝑓 𝑢𝑛 ≤ 𝑓 1  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    ٌعنً    0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 1 

𝑛  صحٌحة من أجل  𝑃 و هذا ٌعنً أن الخاصٌة  + 1 .  

;   ℕ  :   ∀𝑛𝜖ℕو بالتالً حسب مبدأ الترجع فً    0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1.   

            :𝐼𝐼) 4) ب)لدٌنا حسب جدول الإشارة الوارد فً السؤال 

 ∀𝑥 ≥ 0   ;   𝑥 ≥ 𝑓 𝑥                                                            

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀  :   لدٌنا  ≥ 0   

𝑢𝑛 :   ∗ إذن حسب  ≥ 𝑓 𝑢𝑛  

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀  :  ٌعنً أن  ≥ 𝑢𝑛+1  

 . متتالٌة تناقصٌة 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ : و بالتالً 

  متتالٌة تناقصٌة𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ لدٌنا 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  و كذلك    0 ≤ 𝑢𝑛 ≤  0 مصغورة بالعدد 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ   إذن 1

= 𝑓 ℓ:   تحقق ℓ  متتالٌة متقاربة و نهاٌتها 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ إذن   ℓ   

;  𝑥𝜖ℝ∀ :  نعلم أن  𝑔 𝑥 + 1 ≠ = ℓ 𝑔 ℓ:    إذن 0 0   

= 𝑔 ℓ:  ٌعنً  ℓ  أو  0 = 0.   

ℓ:  ٌعنً  = ℓ  أو  0 = 0.   

lim :   و بالتالً 
𝑛∞

𝑢𝑛 = 0 

 

 ∆  

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :    ٌعنً    0 ≤ 𝑓 𝑢𝑛 ≤
𝑒

𝑒 + 1
 

𝑒: و نعلم أن  < 1 + 𝑒  إذن       : 
𝑒

𝑒 + 1
< 1 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :      و منه    0 ≤ 𝑓 𝑢𝑛 ≤
𝑒

𝑒 + 1
< 1 

ℓ:  ٌعنً  − 𝑓 ℓ =  :      أي 0
ℓ ∙ 𝑔 ℓ 

𝑔 ℓ + 1
= 0 

5 

1 

2 

3 III 

III 

III 

II 

 ∗  

www.baclive.blogspot.com


