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  :التمرٌن الثانً 

  :التمرٌن الأول 

 

 :  لدٌنا 
𝐴 −1; 0; 3 

𝐵 3; 0; 0    
𝐶 7; 1;−3 

 :      إذن  
𝐴𝐵       4; 0;−3 

𝐴𝐶       8; 1;−6 
      

∧      𝐴𝐵:                              و منه  𝐴𝐶      =  
4
0
−3
 ∧  

8
1
−6
            

∧      𝐴𝐵:      إذن  𝐴𝐶      = 3𝑖 + 0𝑗 + 4𝑘   

,𝑀 𝑥لتكن  𝑦, 𝑧  نقطة من المستوى  𝐴𝐵𝐶 .  

∧      𝐴𝐵نعلم أن المتجهة   𝐴𝐶       منظمٌة على المستوى   𝐴𝐵𝐶 .  

 .إذن المتجهتان                             متعامدتان 

∙       𝐴𝑀:   ٌعنً   𝐴𝐵      ∧ 𝐴𝐶       =  :      و منه 0
𝑥 + 1
𝑦

𝑧 − 3
 ∙  

3
0
4
 = 0   

𝑥 3:  أي  + 1 + 0𝑦 + 4 𝑧 − 3 = 0                                     

3𝑥:  ٌعنً  + 4𝑧 − 9 = 0   

  . 𝐴𝐵𝐶 و هذه الكتابة الأخٌرة عبارة عن معادلة دٌكارتٌة للمستوى 
∶  𝐴𝐵𝐶 :  إذن    3𝑥 + 4𝑧 − 9 = 0.   

                  :  فلكة معرفة بمعادلتها الدٌكارتٌة التالٌة  𝒮 لدٌنا 

 𝒮 ∶  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 6𝑥 − 2𝑦 − 15 = 0                                 

∶ 𝒮 :    إذن    𝑥2 − 6𝑥 +  𝑦2 − 2𝑦 +  𝑧2 − 15 = 0 

∶ 𝒮 :    ٌعنً    𝑥 − 3 2 +  𝑦 − 1 2 +  𝑧 − 0 2 − 15 = 10 

∶ 𝒮 :      أي    𝑥 − 3 2 +  𝑦 − 1 2 +  𝑧 − 0 2 = 52 

;Ω 3 فلكة مركزها  𝒮 إذن  1;   .5 و شعاعها  0

   . 𝐴𝐵𝐶  و العمودي على المستوى  Ω المستقٌم المار من  Δ لٌكن 

,𝑀 𝑥و لتكن  𝑦, 𝑧  نقطة من المستقٌم  Δ .  

 بما أن        

  . Δ  موجهة للمستقٌم        Ω𝑀فإن المتجهة 

∶ 𝐴𝐵𝐶 :  من جهة أخرى لدٌنا  3𝑥 + 4𝑦 − 9 = 0.   

;𝑛   3إذن المتجهة  0;   . 𝐴𝐵𝐶  متجهة منظمٌة على المستوى  4

  . 𝐴𝐵𝐶  عمودي على المستوى  Δ و بما أن المستقٌم 

 . مستقٌمٌتان        Ω𝑀 و   𝑛فإن المتجهتان 

=       𝑡𝜖ℝ   ;  Ω𝑀∃ :    ٌعنً  𝑡 𝑛   

∶ Δ :     أي    
𝑥 − 3 = 3𝑡
𝑦 − 1 = 0𝑡
𝑧 − 0 = 4𝑡

   ;    𝑡𝜖ℝ  

∶ Δ :     أي    
𝑥 = 3𝑡 + 3
𝑦 = 1          
𝑧 = 4𝑡        

   ;    𝑡𝜖ℝ  

  . ∆ و هذه الكتابة الأخٌرة عبارة عن تمثٌل بارامتري للمستقٌم 

;𝛼 لٌكن  𝛽; 𝛾  مثلوث إحداثٌات نقط التقاطع . 

 :    إذن 
 𝛼; 𝛽; 𝛾  𝜖  𝐴𝐵𝐶 

 𝛼; 𝛽; 𝛾  𝜖  𝒮      
  

   :    ٌعنً 

𝛼 = 3 + 3𝑡                                              
𝛽 = 1                    ;    𝑡𝜖ℝ                      
𝛾 = 4𝑡                                                     

𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2 − 6𝛼 − 2𝛽 − 15 = 0

    

                  :  فً آخر معادلة نحصل على 𝛾 و 𝛽 و 𝛼نعوض قٌم 

 3 + 3𝑡 2 + 12 +  4𝑡 2 − 6 3 + 3𝑡 − 2 − 15 = 0         

25𝑡2:   ٌعنً  − 25 = 𝑡2:     ٌعنً 0 = 1   

𝑡:     و منه  = ±1 

𝑡إذا كان  : الحالة الأولىفً  = 1.  

 :     فً المعادلات الثلات الأولى نحصل على 1 بالعدد 𝑡نعوض 
𝛼 = 6
𝛽 = 1
𝛾 = 4

  

𝑡إذا كان   : الحالة الثانٌة = −1.   

 :     نحصل على 1− بالعدد 𝑡نعوض 
𝛼 = 0  
𝛽 = 1  
𝛾 = −4

  

;𝐸 6 فً نقطتٌن   𝒮  ٌقطع الفلكة  ∆ المستقٌم : و بالتالً  1; 4   

;𝐹 0و   1;−4 .   

𝑧2:   المعادلة ℂلنحل فً  − 6𝑧 + 10 = 0.   

=∆:     لدٌنا   −6 2 − 4 × 10 = 36 − 40 = −4 =  2𝑖 2 

 : معرفٌن كما ٌلً 𝑧1 و 𝑧2المعادلة تقبل حلٌن عقدٌٌن : إذن 

 :     معرف بما ٌلً ℛالدوران : لدٌنا 

= ℛ 𝑀ننطلق من الكتابة   𝑀′.   

′𝑧 :    إذن حسب التعرٌف العقدي للدوران نكتب  − 𝑎 = 𝑒
𝑖𝜋

2  𝑧 − 𝑎  

′𝑧:     ٌعنً  −  3 − 𝑖 = 𝑒
𝑖𝜋

2  𝑧 −  3 − 𝑖   

=  
0 1
−3 6

 𝑖 −  
4 8
−3 −6

 𝑗 +  
4 8
0 1

 𝑘   

= 3𝑖 − 0𝑗 + 4𝑘  = 3𝑖 + 4𝑘   

𝑧1 =
6 − 2𝑖

2
= 3 − 𝑖   و   𝑧2 =

6 + 2𝑖

2
= 3 + 𝑖 

ℛ𝐴  
𝜋

2
  ∶    𝒫     ⟼     𝒫                       

𝑀 𝑧   ⟼   𝑀′ 𝑧′ 
 

 ∆  

𝐸 
𝐹 

Ω 

 ب 3 1

2 

 1 أ 3

 أ 2

𝐴𝐵      ∧ 𝐴𝐶         و   𝐴𝑀        

Ωϵ Δ   و  𝑀𝜖 Δ  

 𝓢  
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  :التمرٌن الثالث 

′𝑧:    ٌعنً  −  3 − 𝑖 = 𝑖 𝑧 − 3 + 𝑖  

′𝑧:    ٌعنً  = 𝑖𝑧 − 3𝑖 − 1 + 3 − 𝑖 

′𝑧:    ٌعنً  = 𝑖𝑧 + 2 − 4𝑖 

= ℛ 𝐶:  و ننطلق من الكتابة  . ′𝐶 لحق النقطة ′𝑐لٌكن  𝐶′.   

′𝑐:    نجد  ∗ إذن حسب النتٌجة  = 𝑖𝑐 + 2 − 4𝑖  

′𝑐:    ٌعنً  = 𝑖 7 − 3𝑖 + 2 − 4𝑖 

′𝑐:    أي  = 7𝑖 + 3 + 2 − 4𝑖 

′𝑐:   ٌعنً  = 3𝑖 + 5 

 :    لدٌنا 

 :    و من هذه النتٌجة نحصل على 

 :    أي 
 𝑐 − 𝑏 = 2 𝑐′ − 𝑏 

 𝐵𝐶      ; 𝐵𝐶′                 
 ≡

𝜋

2
 2𝜋 

 :     أي  
𝐵𝐶 = 2𝐵𝐶′

 𝐵𝐶      ; 𝐵𝐶′                 
 ≡

𝜋

2
 2𝜋 

  

 و طول أحد أضلاعه 𝐵 قائم الزاوٌة فً النقطة ′𝐵𝐶𝐶و هذا ٌعنً أن المثلث 

 .ٌساوي ضعف طول ضلع آخر 

عندما نسحب عشوائٌا و فً آن واحد أربع كرات من صندوق ٌحتوي على 

            . نتٌجة ممكنة          كرات فإن هذه التجربة العشوائٌة تحتمل 10

= 𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω:  ٌعنً  𝐶10
4 =  هو كون إمكانٌات هذه Ω  بحٌث 210

 .التجربة العشوائٌة 

 :  لدٌنا 

𝐵 الحصول على كرة بٌضاء على الأقل        لدٌنا  =      

 : توجد طرٌقتان 𝐵لحساب احتمال الحدث 

 :الطرٌقة المتهورة  (1

 :  حالات و هً 9 فً 𝐵ٌتحقق الحدث 

 (  𝐵استعمال الحدث المضاد  )  :الطرٌقة الذكٌة  (2

𝐵 الحصول على كرة بٌضاء على الأقل    : لدٌنا  =      

= 𝐵 الحصول على كرات كلها تخالف اللون الأبٌض       :إذن       

𝑐′ − 𝑏

𝑐 − 𝑏
=
 5 + 3𝑖 −  3 + 𝑖 

 7 − 3𝑖 −  3 + 𝑖 
=

2 + 2𝑖

4 − 4𝑖
=

2 1 + 𝑖 

4 1 − 𝑖 
 

=
2 1 + 𝑖  1 + 𝑖 

4 1 − 𝑖  1 + 𝑖 
=

2 1 + 2𝑖 − 1 

4 1 −  −1  
=

4𝑖

8
=

1

2
𝑖 

 
 
 

 
  

𝑐′ − 𝑏

𝑐 − 𝑏
 =

1

2
                 

arg  
𝑐′ − 𝑏

𝑐 − 𝑏
 ≡

𝜋

2
  2𝜋 

  

الحصول على 

كرة حمراء 

 واحدة فقط

𝑝   = 𝑝 

𝑅
𝐵
𝐵
𝐵

   أو   

𝑅
𝐵
𝐵
𝑁

    أو 

𝑅
𝐵
𝑁
𝑁

  

= 𝑝 

𝑅
𝐵
𝐵
𝐵

 + 𝑝 

𝑅
𝐵
𝐵
𝑁

 + 𝑝 

𝑅
𝐵
𝑁
𝑁

  

=
𝐶3

1 × 𝐶5
3

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
+
𝐶3

1 × 𝐶5
2 × 𝐶2

1

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
+
𝐶3

1 × 𝐶5
1 × 𝐶2

2

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
 

=
3 × 10

210
+

3 × 10 × 2

210
+

3 × 5 × 1

210
=

105

210
=

1

2
 

= 𝑝 𝐴 :    إذن 
1

2
 

= 𝑝 𝐵 :    إذن 
5 + 30 + 15 + 30 + 60 + 10 + 30 + 20 + 5

210
 

=
205

210
=

41

42
 

= 𝑝 𝐵 :   إذن  1 − 𝑝 𝐵  = 1 −
1

42
=

41

42
 

𝐶′ 

𝐶 

𝐵 𝟐 𝟐 

𝟒 𝟐 
𝟐 𝟏𝟎 

 :    إذن 
𝑐′ − 𝑏

𝑐 − 𝑏
=

1

2
𝑖 

 
B 

B 

B 

B 

B 
R R 

R N 
N 

    𝑁 𝑁 𝑅 𝐵   بـ    𝐶2
2 × 𝐶3

1 × 𝐶5
 .  إمكانٌة 1

    𝑅 𝑅 𝐵 𝐵   بـ    𝐶3
2 × 𝐶5

 .  إمكانٌة 2

    𝑁 𝑅 𝐵 𝐵   بـ    𝐶2
1 × 𝐶3

1 × 𝐶5
 .  إمكانٌة 2

    𝑁 𝑁 𝐵 𝐵   بـ    𝐶2
2 × 𝐶5

 .  إمكانٌة 2

    𝑅 𝐵 𝐵 𝐵   بـ    𝐶3
1 × 𝐶5

 .  إمكانٌة 3

    𝑁 𝐵 𝐵 𝐵   بـ    𝐶2
1 × 𝐶5

 .  إمكانٌة 3

    𝐵 𝐵 𝐵 𝐵   بـ    𝐶5
 .  إمكانٌة 4

    𝑁 𝑅 𝑅 𝐵   بـ    𝐶2
1 × 𝐶3

2 × 𝐶5
 .  إمكانٌة 1

    𝑅 𝑅 𝑅 𝐵   بـ    𝐶3
3 × 𝐶5

 .  إمكانٌة 1

ثلاث كرات 

حمراء و كرة 

 سوداء

كرتٌن حمراوٌن 

و كرتٌن 

 سوداوٌن 

= 𝑝  +    

=
𝐶3

3 × 𝐶2
1

210
+
𝐶3

2 × 𝐶2
2

210
=

5

210
=

1

42
 

أربع كرات 

مخالفة للون 

 الأبٌض

𝑝 𝐵  = 𝑝   = 𝑝 أو   
ثلاث كرات 

حمراء و كرة 

 سوداء

كرتٌن حمراوٌن 

و كرتٌن 

 سوداوٌن 

 ب 2

1 

 2 ج

 ∗  

𝐶10
4  
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  :التمرٌن الرابع 

 كرات ثلاث منها 10عندما نسحب أربع كرات من صندوق ٌحتوي على 

 : حمراء فإنه ٌحتمل

  أن لا نحصل على أٌة كرة حمراء. 

  أن نحصل على كرة حمراء واحدة. 

  أن نحصل على كرتٌن حمراوٌن. 

  أن نحصل على ثلاث كرات حمراء. 

  .3 و 2 و 1 و 0: إذن القٌم التً ٌأخذها المتغٌر العشوائً  هً 

= 𝑋 Ω:    و هذا ٌعنً أن   0; 1; 2; 3  

𝑋 الحدث   =   هو الحصول على كرتٌن حمراوٌن من بٌن الكرات  2

 .الأربع المسحوبة 

 :    إذن 

𝑋 الحدث   =  .  هو الحصول على أربع كرات كلها تخالف اللون الأحمر  0

 :     إذن 

 :  المعرف بما ٌلً 𝑃𝑋 التطبٌق 𝑋نقصد بقانون احتمال المتغٌر العشوائً 

𝑝 𝑋 :  (لدٌنا حسب السؤال ب = 2 =
3

10
𝑝 𝑋  و   = 0 =

1

6
.   

𝑝 𝑋:  ٌكفً إذن تحدٌد  = 𝑝 𝑋  و  1 = 3 .    

𝑋 لدٌنا الحدث   =  .  هو الحصول على ثلاث كرات حمراء  3

𝑋 و لدٌنا كذلك   =  .  هو الحصول على كرة حمراء واحدة  1

𝑝 𝑋 :    (1إذن حسب السؤال  = 1 = 𝑝 𝐴 =
1

2
 

 :   ٌصبح 𝑋قانون احتمال المتغٌر العشوائً : و بالتالً 

 . عددا صحٌحا طبٌعٌا 𝑛لٌكن 

∶ 𝑃𝑛 :   المعرفة بما ٌلً  𝑃𝑛 نعتبر العبارة    ∀𝑛𝜖ℕ  ; 𝑢𝑛 − 1 > 0 

2: لدٌنا  − 1 > 𝑢0:  إذن 0 − 1 >  . صحٌحة  𝑃0 العبارة : ٌعنً   . 0

𝑛𝜖ℕ  ; 𝑢𝑛∀ :    نفترض أن  − 1 > 0 

𝑢𝑛 :    لدٌنا حسب الافتراض  − 1 > 0 

𝑢𝑛:  إذن  > 2𝑢𝑛:    و منه 1 > 2 > 0   

 كمٌتان موجبتان 2𝑢𝑛 و 𝑢𝑛−1:  نستنتج أن    و   و من النتٌجتٌن 

 إذن الكمٌة   .قطعا 
𝑢𝑛−1

2𝑢𝑛
 .  موجبة قطعا  

𝑛𝜖ℕ  ; 𝑢𝑛+1∀ :    أي  − 1 > 0 

 . صحٌحة  𝑃𝑛+1 إذن العبارة 

  : لقد حصلنا لحد الآن على ما ٌلً 
 𝑃0  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                        
 𝑃𝑛  ⟹  𝑃𝑛+1   ;    ∀𝑛𝜖ℕ 

    

 𝑛𝜖ℕ   ;   𝑃𝑛  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒∀ :    حسب مبدأ الترجع : و بالتالً 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :    ٌعنً  − 1 > 0 

𝑛𝜖ℕ  ; 𝑣𝑛+1∀ :    إذن  =
1

2
 𝑣𝑛 

  هندسٌة أساسها 𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ و هذا ٌعنً أن المتتالٌة  
1

2
.  

 :     ٌكتب على الشكل 𝑣𝑛إذن حدها العام 

𝑝 𝑋 = 2 = 𝑝 

𝑅
𝑅
𝐵
𝐵

   أو  

𝑅
𝑅
𝑁
𝑁

   أو   

𝑅
𝑅
𝐵
𝑁

  

=
𝐶3

2 × 𝐶5
2

210
+
𝐶3

2 × 𝐶2
2

210
+
𝐶3

2 × 𝐶5
1 × 𝐶2

1

210
 

=
30

210
+

3

210
+

30

210
=

63

210
=

3

10
 

𝑝 𝑋 :    إذن  = 2 =
3

10
 

𝑢𝑛+1 :    لدٌنا  − 1 =
3𝑢𝑛 − 1

2𝑢𝑛
− 1 =

3𝑢𝑛 − 1 − 2𝑢𝑛
2𝑢𝑛

=
𝑢𝑛 − 1

2𝑢𝑛
 

𝑝 𝑋 = 0 = 𝑝 

𝐵
𝐵
𝐵
𝐵

   أو  

𝐵
𝐵
𝐵
𝑁

  أو  

𝐵
𝐵
𝑁
𝑁

  

=
𝐶5

4

210
+
𝐶5

3 × 𝐶2
1

210
+
𝐶5

2 × 𝐶2
2

210
 

=
5

210
+

20

210
+

10

210
=

35

210
=

1

6
 

𝑃𝑋  ∶    0; 1; 2; 3     ⟼    0,1                                                  

𝑘    ⟼    𝑃𝑘 𝑋 = 𝑝 𝑋 = 𝑘 
 

= 𝑝 

𝑅
𝑅
𝑅
𝑁

   أو  

𝑅
𝑅
𝑅
𝐵

 =
𝐶3

3 × 𝐶2
1

210
+
𝐶3

3 × 𝐶5
1

210
 

=
2

210
+

5

210
=

7

210
=

1

30
 

𝑃𝑋  ∶    0; 1; 2; 3     ⟼    0,1                                                  

0    ⟼    𝑃𝑋 0 = 𝑝 𝑋 = 0 =
1

6

1    ⟼    𝑃𝑋 1 = 𝑝 𝑋 = 1 =
1

2

2    ⟼    𝑃𝑋 2 = 𝑝 𝑋 = 2 =
3

10

3    ⟼    𝑃𝑋 3 = 𝑝 𝑋 = 3 =
1

30

 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :    أي    
𝑢𝑛 − 1

2𝑢𝑛
> 0 

𝑣𝑛+1 :   لدٌنا  =
𝑢𝑛+1 − 1

2𝑢𝑛+1 − 1
=

3𝑢𝑛 − 1
2𝑢𝑛

− 1

2 
3𝑢𝑛 − 1

2𝑢𝑛
 − 1

=

𝑢𝑛 − 1
2𝑢𝑛

2𝑢𝑛 − 1
𝑢𝑛

 

=
𝑢𝑛 − 1

2𝑢𝑛
×

𝑢𝑛
2𝑢𝑛 − 1

=
1

2
 
𝑢𝑛 − 1

2𝑢𝑛 − 1
 =

1

2
𝑣𝑛  

𝑝 𝑋 :     إذن  = 0 =
1

6
 

𝑝 𝑋 ثلاث كرات حمراء :   إذن  = 3 = 𝑝   

𝑣𝑛 = 𝑣0  
1

2
 
𝑛−0

=  
𝑢0 − 1

2𝑢0 − 1
  

1

2
 
𝑛

=  
2 − 1

2 × 2 − 1
  

1

2
 
𝑛

 

=
1

3
 

1

2
 
𝑛

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀  :    إذن   =
1

3
 

1

2
 
𝑛

 

 أ 2

 ب 2

1 

 ج 2
 أ 2

 𝟐  

 𝟏  

𝟏 𝟐 
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  :التمرٌن الخامس 

𝑛𝜖ℕ  ; 𝑤𝑛∀ :   المتتالٌة المعرفة بما ٌلً 𝑤𝑛 𝑛𝜖ℕ لتكن   = ln 𝑢𝑛  

𝑛𝜖ℕ  ; 𝑣𝑛 2𝑢𝑛∀ :    إذن  − 1 =  𝑢𝑛 − 1  

;  𝑛𝜖ℕ∀ :    ٌعنً   2𝑣𝑛𝑢𝑛 − 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 1 

𝑛𝜖ℕ  ; 𝑢𝑛 2𝑣𝑛∀ :     أي  − 1 = 𝑣𝑛 − 1 

 :  لدٌنا 
1

2
 
𝑛

   متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
  .1 و هو عدد موجب أصغر من 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    لدٌنا    𝑔 𝑥 = 1 + 4𝑥𝑒2𝑥 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  إذن    𝑔′ 𝑥 = 4 𝑒2𝑥 + 2𝑥𝑒2𝑥 = 4 2𝑥 + 1 𝑒2𝑥 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    نعلم أن    4𝑒2𝑥 > 0 

2𝑥  متعلقة فقط بإشارة  𝑔′(𝑥)إشارة : إذن  + 1 .   

𝑥:  إذا كان  = −
1

2
= 𝑔′ 𝑥:    فإن  0   

 : و نلخص النتائج فً الجدول التالً 

 : و من خلال الجدول نلاحظ أن 

 𝑔 دالة تزاٌدٌة على  
−1

2
; ;∞−  و تناقصٌة على  ∞+

−1

2
 .  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    لدٌنا    𝑓 𝑥 =  2𝑥 − 1 𝑒2𝑥 + 𝑥 + 1 

𝑒:  بما أن  > :     فإن 2
1

𝑒
<

1

2
 

:  ٌعنً 
2

𝑒
< 1:      و منه 1 −

2

𝑒
> 0 

 : و نفصل هنا بٌن حالتٌن  . ℝ عنصرا من 𝑥لٌكن 

𝑥 :   الحالة الأولى ≥
−1

2
 

≤ 𝑔 𝑥:  إذن  𝑔  
−1

2
 >   تزاٌدٌة على المجال  𝑔  لأن 0

−1

2
; +∞   

𝑥 ∀:  و منه  . ≥
−1

2
  ;   𝑔 𝑥 > 0 

𝑥 :    الحالة الثانٌة ≤
−1

2
 

≤ 𝑔 𝑥:  إذن  𝑔  
−1

2
 > ;∞−  تناقصٌة على المجال 𝑔  لأن 0

−1

2
 .  

𝑥 ∀:    و منه  ≥
−1

2
  ;   𝑔 𝑥 > 0 

< 𝑔 𝑥:   نستنتج أن أنه فً كلتا الحالتٌن نجد  2  و  1 من النتٌجتٌن  0 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :     و بالتالً    𝑔 𝑥 > 0 

 :    إذن 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    إذن    𝑓 ′ 𝑥 = 2𝑒2𝑥 + 2 2𝑥 − 1 𝑒2𝑥 + 1 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    ٌعنً    𝑓 ′ 𝑥 = 2𝑒2𝑥 − 2𝑒2𝑥 + 4𝑥𝑒2𝑥 + 1 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    إذن    𝑓 ′ 𝑥 = 4𝑥𝑒2𝑥 + 1 = 𝑔(𝑥) 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   أن 𝐼) 3) ب)و نعلم حسب نتٌجة السؤال    𝑔 𝑥 > 0 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    إذن    𝑓′ 𝑥 > 0 

  .ℝ تزاٌدٌة قطعا على 𝑓و هذا ٌعنً أن الدالة 

𝑥:  إذا كان  > −
1

2
< 𝑔′ 𝑥:    فإن  0   

𝑥:  إذا كان  < −
1

2
> 𝑔′ 𝑥:    فإن  0   

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑣𝑛∀  :    لدٌنا  =
𝑢𝑛 − 1

2𝑢𝑛 − 1
 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀  :   ٌعنً  =
𝑣𝑛 − 1

2𝑣𝑛 − 1
 

lim :       أي                          :   إذن 
𝑛∞

 
1

2
 
𝑛

= 0 lim
𝑛∞

1

3
 

1

2
 
𝑛

= 0 

lim :    و بالتالً 
𝑛∞

𝑢𝑛 = 1 

lim
𝑛∞

𝑤𝑛 = lim
n∞

ln un = ln 1 = 0 

lim :    إذن 
𝑛∞

𝑤𝑛 = 0 

𝑔  
−1

𝑒
 = 1 + 4 

−1

𝑒
 𝑒

2 
−1
𝑒
 

= 1 − 2𝑒−1 = 1 −
2

𝑒
 

𝑔 :    و بالتالً   
−1

𝑒
 > 0 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

lim :إذن 
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞ 

𝒙 
−1

2
 

𝑒−2

𝑒
 

−∞ 

𝑔 

− 𝑔′(𝑥) 0 + 

+∞ 

1 +∞ 

lim                         :   ٌعنً 
𝑛∞

𝑣𝑛 = 0 

lim
𝑛∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛∞

 
𝑣𝑛 − 1

2𝑣𝑛 − 1
 =

0 − 1

0 − 1
=  :     و منه  1

lim :    لدٌنا 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

  2𝑥 − 1 𝑒2𝑥 + 𝑥 + 1  

=  +∞  +∞ +∞+ 1 = +∞ 

lim :    و لدٌنا كذلك 
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

  2𝑥 − 1 𝑒2𝑥 + 𝑥 + 1  

= lim
𝑥→−∞

 2𝑥𝑒2𝑥 − 𝑒2𝑥 + 𝑥 + 1  

= lim
𝑥→−∞
𝑢=2𝑥

 𝑢𝑒𝑢 −𝑒𝑢 +
𝑢

2 
+ 1  

= 0 − 0 −∞+ 1 = −∞ 

 أ 3 ب 2

 ب 3

3 

1 

2 

1 

2 II 

I 

I 

II 

I 

I 

 𝟏  

 𝟐  

−∞ −∞ −∞ 

−∞ 
𝟎+ 𝟎− 
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 :  لدٌنا 

 :   إذن 

 .و هذا ٌعنً أن المنحنى  ٌقبل فرعا شلجمٌا فً اتجاه محور الأراتٌب 

  لنحسب نهاٌة 
𝑓(𝑥)

𝑥
  .∞− بجوار  

 :    إذن 

𝑦 ذو المعادلة   ∆ إذن المستقٌم  = 𝑥 +   .∞−  مقارب للمنحنى  بجوار 1

= 𝑓 𝑥 نحل المعادلة     ∆  و          لتحدٌد نقطة تقاطع   𝑥 + 1  

2𝑥  : التً تُكافئِْ  − 1 𝑒2𝑥 +  𝑥 + 1 =  𝑥 + 1  

2𝑥 :    ٌعنً  − 1 𝑒2𝑥 = 0 

𝑥𝜖ℝ  ; 𝑒2𝑥∀ :  بما أن  ≠ 2𝑥:   فإن 0 − 1 = 𝑥:   أي    0 =
1

2
 

إذن أفصول نقطة التقاطع هو 
1

2
𝑓:     و أرتوبها هو   

1

2
 =

1

2
+ 1 =

3

2
 

𝐻النقطة : و بالتالً   
1

2
;

3

2
  . ∆   و المستقٌم        هً نقطة تقاطع المنحنى 

− 𝑓 𝑥:    لدٌنا   𝑥 + 1 =  2𝑥 − 1 𝑒2𝑥 

𝑥:  إذا كان  >
1

2
2𝑥:    فإن  − 1 > < 𝑓 𝑥:      أي 0  𝑥 + 1  

  على المجال  ∆ ٌعنً أن  ٌوجد فوق 
1

2
; +∞ .  

𝑥و إذا كان   <
1

2
2𝑥 :      فإن  − 1 < 0 

> 𝑓 𝑥:   ٌعنً   𝑥 + 1  

;∞−  على المجال  ∆  ٌوجد أسفل          المنحنى : إذن 
1

2
 .  

 للمنحنى  فً النقطة التً أفصولها  𝑇 نعلم أن المعادلة الدٌكارتٌة للمماس 

𝑥0 ًه    :                        𝑇  ∶   𝑦 = 𝑓 ′ 𝑥0  𝑥 − 𝑥0 + 𝑓 𝑥0  

                                                             :  لدٌنا 
𝑓 ′ 0 = 𝑔 0 = 1

𝑓 0 = 0                
  

∶  𝑇 :  إذن    𝑦 = 𝑓 ′ 0  𝑥 − 0 + 𝑓 0  

∶  𝑇 :   أي    𝑦 = 1 𝑥 − 0 + 0 

∶  𝑇 :    و بالتالً    𝑦 = 𝑥 

  ′′𝑓لتحدٌد نقطة الانعطاف ، نحدد النقط التً تنعدم فٌها المشتقة الثانٌة 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    لدٌنا    𝑓 ′ 𝑥 = 𝑔(𝑥) 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    إذن    𝑓′′ 𝑥 = 𝑔′ 𝑥 = 4 2𝑥 + 1 𝑒2𝑥 

𝑓إذن  ′′ (𝑥)    2 تنعدم إذا كان𝑥 + 1 = 0 

𝑥:   تنعدم إذا كان  𝑓′′ 𝑥: و بالتالً  =
−1

2
   

 ٌقبل نقطة انعطاف واحدة أفصولها          ٌعنً أن المنحنى 
−1

2
   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 

2𝑥 − 1

𝑥
 𝑒2𝑥 + 1 +

1

𝑥
 

= lim
𝑥→+∞

 2 −
1

𝑥
 𝑒2𝑥 + 1 +

1

𝑥
 

=  2 − 0 𝑒+∞ + 1 + 0 = 2 +∞ + 1 = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= +∞ 

  :  حصلنا إذن على النهاٌتٌن التالٌتٌن 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= +∞

  

lim
𝑥→−∞

 𝑓 𝑥 −  𝑥 + 1  = lim
𝑥→−∞

 2𝑥 − 1 𝑒2𝑥  

= lim
𝑥→−∞

 2𝑥𝑒2𝑥 − 𝑒2𝑥  

lim :    إذن 
𝑥→−∞

 𝑓 𝑥 −  𝑥 + 1  = 0 

lim :   ٌعنً 
𝑥→−∞

 𝑓 𝑥 − 𝑥 − 1 = 0 

lim :    أي 
𝑥→−∞

 𝑓 𝑥 − 𝑥 = 1 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 1 

 :   حصلنا إذن لحد الآن على النهاٌات التالٌة 

 
 
 

 
 

  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞     

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 1          

lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 − 1𝑥 = 1

  

 

 𝚫   𝐓  

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

= lim
𝑢→−∞
𝑢=2𝑥

 𝑢𝑒𝑢 −𝑒𝑢  = 0 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→−∞
 

2𝑥 − 1

𝑥
 𝑒2𝑥 + 1 +

1

𝑥
 

= lim
𝑥→−∞

 2 −
1

𝑥
 𝑒2𝑥 + 1 +

1

𝑥
 

=  2 − 0 𝑒−∞ + 1 + 0 = 2 × 0 + 1 = 1 

 أ 3

 أ 4

 3 ب

 ب 4

5 

 6 أ

 II 3 ج

II 

II 

II 

II 

II 

II 

−∞ −∞ 

𝟎+ 𝟎− 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

  2𝑥 − 1        
𝑢

  𝑒2𝑥 
𝑣′

1
2

0

𝑑𝑥 =  𝑢𝑣 0

1
2 − 𝑢′𝑣

1
2

0

𝑑𝑥 

=   
2𝑥 − 1

2
 𝑒2𝑥 

0

1
2
−  2  

𝑒2𝑥

2
 

1
2

0

𝑑𝑥 

=  0 −  
−1

2
  −  𝑒2𝑥

1
2

0

𝑑𝑥 

=
1

2
−  

𝑒2𝑥

2
 

0

1
2

=
1

2
−  

𝑒

2
−

1

2
 = 1 −

𝑒

2
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  C  لتكن𝒜   و المستقٌم        مساحة حٌز المستوى المحصور بٌن المنحنى         

𝑥و المستقٌمٌن    = 𝑥  و  0 =
1

2
.   
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 :      إذن . نعلم أن التكامل ٌقٌس هندسٌا طول أو مساحة أو حجم 

 

= 𝜑 𝑥:   بما ٌلً ℝ المعرفة على 𝜑نعتبر الدالة   2𝑥 − 1 𝑒2𝑥 + 1 

= 𝜑′ 𝑥:    لدٌنا  2𝑒2𝑥 + 2 2𝑥 − 1 𝑒2𝑥 = 4𝑥𝑒2𝑥 

𝑥∀ :     نلاحظ أن  ≥ 0   ;   4𝑥𝑒2𝑥 ≥ 0 

𝑥∀ :    ٌعنً  ≥ 0   ;   𝜑′(𝑥) ≥ 0 

;0  دالة تزاٌدٌة على المجال  𝜑إذن  +∞ .   

𝑥∀ :     و منه  ≥ 0   ;   𝜑 𝑥 ≥ 𝜑 0 = 0 

𝑥∀ :    أي  ≥ 0   ;   𝜑 𝑥 ≥ 0 

𝑥∀ :    و منه  ≥ 0   ;    𝜑 𝑥  = 𝜑 𝑥  

 :   نجد 𝒜إذن بالرجوع إلى المساحة 

 :    و بالتالً 

=  𝑖 :  بما أن   𝑗  = 2 𝑐𝑚 فإن       :𝑙′𝑢𝑛𝑖𝑡é = 2𝑐𝑚  

𝑙′𝑢𝑛𝑖𝑡é 2 :   و منه  = 4𝑐𝑚2 .   ًو بالتال    : 

𝒜 =   𝑓 𝑥 − 𝑥 

1
2

0

𝑑𝑥 =    2𝑥 − 1 𝑒2𝑥 + 1 

1
2

0

𝑑𝑥 

𝒜 =  
3

2
−
𝑒

2
  𝑢𝑛𝑖𝑡é 2 =  

3

2
−
𝑒

2
  4𝑐𝑚² =  6 − 2𝑒  𝑐𝑚² 

𝒜 =  
3

2
−
𝑒

2
  𝑢𝑛𝑖𝑡é 2 

𝒜 =   𝜑 𝑥  

1
2

0

𝑑𝑥 =  𝜑 𝑥 

1
2

0

𝑑𝑥 =   2𝑥 − 1 𝑒2𝑥 + 1

1
2

0

𝑑𝑥 

=   2𝑥 − 1 𝑒2𝑥

1
2

0

𝑑𝑥 +  1

1
2

0

𝑑𝑥 

=  1 −
𝑒

2
 +

1

2
=

3

2
−
𝑒

2
 

 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

𝓐 

 𝐓  

 II ب 6

 𝑇  
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